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 Àííîòàöèÿ

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçáóæäåíèå ïðîñòîãî æåñòêîãî ìàÿò-
íèêà ïóòåì ïåðèîäè÷åñêîé ìîäóëÿöèè åãî äëèíû ïî êóñî÷íî-ïîñòîÿííîìó çàêîíó. Òà-
êóþ ñèñòåìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîñòåéøóþ ìîäåëü äåòñêèõ êà÷åëåé. Àíàëèòè-
÷åñêîå èññëåäîâàíèå ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû ñîïðîâîæäàåòñÿ êîìïüþòåðíûì ìîäåëèðîâà-
íèåì. Äåòàëüíî îáñóæäàþòñÿ ïðåâðàùåíèÿ ýíåðãèè, ïîðîã âîçáóæäåíèÿ è äðóãèå õàðàê-
òåðèñòèêè ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà. Îòìå÷àåòñÿ ðîëü íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ â îãðà-
íè÷åíèè ðàçìàõà ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé. Äàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå î ðîëè îáðàòíîé ñâÿçè,
î ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè è î ÿâëåíèè ïàðàìåòðè÷åñêîãî àâòîðåçîíàíñà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ, ïîðîã âîçáóæäåíèÿ, áèôóðêàöèè, îï-
òèìàëüíîå óïðàâëåíèå, ôàçîâàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ, êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå.

1.  ÂÂÅÄÅÍÈÅ.  ÈÑÑËÅÄÓÅÌÀß
ÔÈÇÈ×ÅÑÊÀß  ÑÈÑÒÅÌÀ

Âîçáóæäåíèå êîëåáàíèé ôèçè÷åñêîé ñè-
ñòåìû íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèì, åñëè
îíî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì ïåðèîäè÷åñêîãî
èçìåíåíèÿ êàêîãî-ëèáî ïàðàìåòðà, õàðàêòå-
ðèçóþùåãî ñèñòåìó. Â ÷àñòíîñòè, êîëåáàíèÿ
ìàÿòíèêà ìîæíî âîçáóäèòü ïàðàìåòðè÷åñêè,
åñëè òî÷êó ïîäâåñà ïðèâåñòè â ïåðèîäè÷åñ-
êîå äâèæåíèå â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè.
Â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàí-
íîé ñ òî÷êîé ïîäâåñà, òàêîå âîçáóæäåíèå
ìàÿòíèêà ôèçè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ïåðèîäè-
÷åñêîé ìîäóëÿöèè ïîëÿ òÿãîòåíèÿ. Ýòà ïðî-
ñòàÿ íà ïåðâûé âçãëÿä ñèñòåìà äåìîíñòðè-
ðóåò óäèâèòåëüíî ìíîãî ðàçíîîáðàçíûõ ðå-
ãóëÿðíûõ è õàîòè÷åñêèõ äâèæåíèé. Ñîòíè
íàó÷íûõ ñòàòåé ïîñâÿùåíû èññëåäîâàíèþ
ìàÿòíèêà ñ îñöèëëèðóþùèì ïîäâåñîì (ñì.,
íàïðèìåð, [1, 2] è ïðèâåäåííóþ òàì ëèòåðà-

òóðó). Øèðîêî èçâåñòíàÿ îñîáåííîñòü ïîâå-
äåíèÿ ìàÿòíèêà ñ âåðòèêàëüíî îñöèëëèðó-
þùèì ïîäâåñîì çàêëþ÷àåòñÿ â äèíàìè÷åñ-
êîé ñòàáèëèçàöèè ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ.
Òàêàÿ ñòàáèëèçàöèÿ ïðîèñõîäèò, êîãäà àìï-
ëèòóäà è ÷àñòîòà ïðèíóäèòåëüíûõ êîëåáàíèé
ïîäâåñà ëåæàò â îïðåäåëåííûõ èíòåðâàëàõ
(ñì., íàïðèìåð, [2�6]).

Äðóãîé õîðîøî èçâåñòíûé ñïîñîá ïàðà-
ìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ ìàÿòíèêà çàêëþ-
÷àåòñÿ â ïåðèîäè÷åñêîì èçìåíåíèè åãî äëè-
íû. Èìåííî ýòîò ñïîñîá ïîäðîáíî èçó÷àåò-
ñÿ â äàííîé ñòàòüå. Âî ìíîãèõ ó÷åáíèêàõ è
ñòàòüÿõ (ñì., íàïðèìåð, [7�11]) òàêàÿ ôèçè-
÷åñêàÿ ñèñòåìà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïðîñòàÿ
ìîäåëü äåòñêèõ êà÷åëåé. Äåéñòâèòåëüíî,
êà÷åëè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôèçè÷åñ-
êèé ìàÿòíèê, ïðèâåäåííàÿ äëèíà êîòîðîãî
ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿåòñÿ èç-çà òîãî, ÷òî ñòî-
ÿùèé íà íèõ ðåáåíîê ñãèáàåò íîãè â êîëå-
íÿõ â ïîëîæåíèÿõ íàèáîëüøåãî îòêëîíåíèÿ
è ðàñïðÿìëÿåòñÿ êàæäûé ðàç êîãäà êà÷åëè
ïðîõîäÿò ÷åðåç ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ.
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ßâëåíèå ïàðàìåòðè÷åñêîé ðàñêà÷êè ìà-
ÿòíèêà ëåãêî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ñëåäóþ-
ùèì ïðîñòûì ýêñïåðèìåíòîì. Ïðîïóñòèì
íèòü ñ ïîäâåøåííûì íà êîíöå ãðóçèêîì
ñêâîçü íåáîëüøîå êîëå÷êî, çàêðåïëåííîå â
øòàòèâå. Äðóãîé êîíåö íèòè óäåðæèâàåì â
ðóêå. Áóäåì ïðè êîëåáàíèÿõ òàêîãî ìàÿòíè-
êà íåìíîãî ïîäòÿãèâàòü íèòü ðóêîé êàæäûé
ðàç êîãäà ãðóçèê ïðîõîäèò ÷åðåç íèæíåå ïî-
ëîæåíèå, è îòïóñêàòü íèòü äî ïðåæíåé äëè-
íû â ïîëîæåíèÿõ íàèáîëüøåãî îòêëîíåíèÿ.
Òàêèå èçìåíåíèÿ äëèíû ìàÿòíèêà ñ ïåðèî-
äîì, âäâîå ìåíüøèì ïåðèîäà åãî ñîáñòâåí-
íûõ êîëåáàíèé, ïðèâîäÿò ê ïðîãðåññèâíîìó
ðîñòó àìïëèòóäû êîëåáàíèé.

Âïå÷àòëÿþùèé ïðèìåð òàêîãî ñïîñîáà
ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé
ìàÿòíèêà, äîøåäøèé äî íàñ èç ñðåäíåâåêî-
âüÿ, îïèñàí â çàìå÷àòåëüíîé êíèãå Áåéêåðà
è Áëýêáåðíà «The Pendulum: A Case Study in
Physics» [12: ñ. 27]. Íà ñåâåðå Èñïàíèè, â ñî-
áîðå íåáîëüøîãî ãîðîäà Santiago de
Compostela, íà äëèííîì êàíàòå ïîäâåøåíî
î÷åíü áîëüøîå êàäèëî äëÿ ëàäàíà, íàçûâàå-
ìîå O Botafumeiro, êîòîðîå ìîæåò ðàñêà÷è-
âàòüñÿ, îïèñûâàÿ ãèãàíòñêóþ äóãó íàä ãëàâ-
íûì íåôîì ñîáîðà (ðèñ. 1). Âî âðåìÿ áîãî-
ñëóæåíèÿ êîëåáàíèÿ O Botafumeiro âîçáóæ-
äàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ïîäòÿãèâàíèÿìè è
îòïóñêàíèÿìè êàíàòà, ïåðåêèíóòîãî ÷åðåç
áëîê, çàêðåïëåííûé âûñîêî ïîä ñâîäîì ñî-
áîðà. Ðàñêà÷êó êóðèëüíèöû âûïîëíÿåò
ãðóïïà ñâÿùåííîñëóæèòåëåé (íàçûâàåìûõ
tiraboleiros). Êàæäûé èç íèõ äåðæèò îäíó èç
ñòðîï ñâîáîäíîãî êîíöà îñíîâíîãî êàíàòà,
ñâèñàþùåãî ñ áëîêà ïî÷òè äî ïîëà. Ïî êî-

ìàíäå ãëàâíîãî ñìîòðèòåëÿ îíè ïåðèîäè÷åñ-
êè ïîäòÿãèâàþò è îòïóñêàþò ñòðîïû êàíàòà.
×åðåç íåñêîëüêî öèêëîâ ðàñêà÷êè ðàçìàõ
êîëåáàíèé êàäèëà ñòàíîâèòñÿ î÷åíü áîëü-
øèì. Íèæíþþ ÷àñòü ñâîåé ãèãàíòñêîé äó-
ãîîáðàçíîé òðàåêòîðèè êóðèëüíèöà ïðîëå-
òàåò ñ îãðîìíîé ñêîðîñòüþ, èçâåðãàÿ äûì è
ÿçûêè ïëàìåíè. Âèäåîçàïèñè ýòîãî çàìå÷à-
òåëüíîãî ïðèìåðà ïàðàìåòðè÷åñêèé ðàñêà÷-
êè ìàÿòíèêà ìîæíî íàéòè â ñåòè Èíòåðíåò.

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàÿò-
íèê ñ ìîäóëèðóåìîé äëèíîé, êîòîðûé ìîæåò
ðàñêà÷èâàòüñÿ â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè â
îäíîðîäíîì ïîëå òÿæåñòè. ×òîáû ìàÿòíèê
ìîã ñîâåðøàòü êîëåáàíèÿ ñêîëü óãîäíî áîëü-
øîé àìïëèòóäû è äàæå ïîëíûå ïåðåâîðîòû,
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îí ñîñòîèò èç æåñòêîãî
ñòåðæíÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëîé ìàññû (à íå
ãèáêîé íèòè) ñ ìàññèâíûì ãðóçîì íà êîíöå.
Ïðèâåäåííóþ äëèíó ìàÿòíèêà ìîæíî èçìå-
íÿòü ïóòåì ïðèíóäèòåëüíûõ ñäâèãîâ ãðóçà
âäîëü ñòåðæíÿ. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ìîäóëÿöèÿ
ïðèâåäåííîé äëèíû ïðè îïðåäåëåííûõ óñ-
ëîâèÿõ ìîæåò âûçâàòü ðîñò ïåðâîíà÷àëüíî
ìàëûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà.
Ýòî ÿâëåíèå íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèì
ðåçîíàíñîì. Îïèñàíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî
ðåçîíàíñà â áîëåå ïðîñòûõ (ëèíåéíûõ) ñèñ-
òåìàõ ìîæíî íàéòè â ñòàòüÿõ [13�16].

2.  ÌÎÄÓËßÖÈß  ÄËÈÍÛ  ÌÀßÒÍÈÊÀ
ÏÎ  ÏÐßÌÎÓÃÎËÜÍÎÌÓ  ÇÀÊÎÍÓ

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðèîäè÷åñêàÿ ìîäó-
ëÿöèÿ ïðèâåäåííîé äëèíû ìàÿòíèêà ïðîèñ-
õîäèò ïî ïðÿìîóãîëüíîìó (êóñî÷íî ïîñòîÿí-
íîìó) çàêîíó. Òàêîé (íåñêîëüêî èäåàëèçèðî-

Ðèñ. 1. Î. Botafumeiro
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Ðèñ. 2. Íà÷àëüíûé ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò àìïëèòóäû êîëåáàíèé â óñëîâèÿõ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçî-
íàíñà 1-ãî ïîðÿäêà (n = 1), ñîïðîâîæäàþùèéñÿ áèåíèÿìè

âàííûé) ñïîñîá ìîäóëÿöèè äàåò âîçìîæ-
íîñòü ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîãî ôèçè÷åñêîãî
îáúÿñíåíèÿ ÿâëåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçî-
íàíñà, âïëîòü äî êîëè÷åñòâåííîãî àíàëèçà.
Ðàçðàáîòàííàÿ àâòîðîì ñòàòüè ñïåöèàëüíàÿ
êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà [17] ìîäåëèðóåò
ïîâåäåíèå ýòîé ñèñòåìû. Êîìïüþòåðíîå ìî-
äåëèðîâàíèå ñóùåñòâåííî ïîìîãàåò â èññëå-
äîâàíèè èçó÷àåìîãî ÿâëåíèÿ.

Ïðèáëèæåíèå  ïðÿìîóãîëüíîé ìîäóëÿ-
öèè ïðèìåíèìî ê ðåàëüíîìó ìàÿòíèêó ïðè
óñëîâèè, ÷òî èçìåíåíèÿ äëèíû ïðîèñõîäÿò
â òå÷åíèå ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè, ñîñòàâëÿ-
þùèõ ìàëóþ äîëþ ïåðèîäà ñîáñòâåííûõ
êîëåáàíèé. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðåçêèå, ïî÷òè
ìãíîâåííûå óìåíüøåíèÿ è óâåëè÷åíèÿ äëè-
íû ìàÿòíèêà ïðîèñõîäÿò ïîñëåäîâàòåëüíî
÷åðåç ïðîìåæóòêè âðåìåíè, ðàâíûå  T/2, òàê
÷òî  T  åñòü ïîëíûé ïåðèîä èçìåíåíèÿ äëè-
íû ìàÿòíèêà (ïåðèîä ìîäóëÿöèè). Íåòðóäíî
ïîíÿòü, ïî÷åìó ïðÿìîóãîëüíàÿ ìîäóëÿöèÿ
ìîæåò ïðèâåñòè ê çíà÷èòåëüíîé ðàñêà÷êå
ìàÿòíèêà, åñëè ïåðèîä è ôàçà ìîäóëÿöèè
âûáðàíû äîëæíûì îáðàçîì.

Ïóñòü, íàïðèìåð, ãðóç ñìåùàåòñÿ ââåðõ
(â ñòîðîíó îñè ìàÿòíèêà) â òîò ìîìåíò, êîã-
äà ìàÿòíèê ïðîõîäèò ÷åðåç ïîëîæåíèå ðàâ-
íîâåñèÿ, òî åñòü êîãäà åãî ñêîðîñòü ìàêñè-
ìàëüíà. Ïðè ðàäèàëüíûõ ñìåùåíèÿõ ãðóçà
ìîìåíò èìïóëüñà ìàÿòíèêà îòíîñèòåëüíî
îñè âðàùåíèÿ îñòàåòñÿ íåèçìåííûì. Ïîýòî-
ìó óìåíüøåíèå ìîìåíòà èíåðöèè ïðè ñìå-
ùåíèè ãðóçà ê îñè ñîïðîâîæäàåòñÿ óâåëè-
÷åíèåì óãëîâîé ñêîðîñòè, è ìàÿòíèê ïîëó-
÷àåò äîïîëíèòåëüíóþ ýíåðãèþ. ×åì áîëüøå
ñêîðîñòü ìàÿòíèêà, òåì áîëüøå âîçðàñòàåò

åãî ýíåðãèÿ. Ýòà ýíåðãèÿ áåðåòñÿ èç èñòî÷-
íèêà, êîòîðûé ñäâèãàåò ãðóç â ñòîðîíó îñè.

Íàïðîòèâ, êîãäà ãðóç ìãíîâåííî ñäâèãà-
åòñÿ âíèç âäîëü ñòåðæíÿ êà÷àþùåãîñÿ ìàÿò-
íèêà, óãëîâàÿ ñêîðîñòü è ýíåðãèÿ ìàÿòíèêà
óìåíüøàþòñÿ. Óìåíüøåíèå ýíåðãèè îçíà÷à-
åò, ÷òî ýíåðãèÿ âîçâðàùàåòñÿ èñòî÷íèêó. ×òî-
áû ïðèðàùåíèÿ ýíåðãèè ìàÿòíèêà ïðîèñõî-
äèëè ðåãóëÿðíî è ïðåâîñõîäèëè âîçâðàùàå-
ìóþ ýíåðãèþ, òî åñòü ÷òîáû â öåëîì ìîäó-
ëÿöèÿ äëèíû ñèñòåìàòè÷åñêè «ïîäïèòûâà-
ëà» ìàÿòíèê ýíåðãèåé, ïåðèîä è ôàçà ìîäó-
ëÿöèè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü îïðåäåëåííûì
óñëîâèÿì.

Â ÷àñòíîñòè, íàèáîëåå áûñòðûé ðîñò
àìïëèòóäû ïðîèñõîäèò, åñëè ïðèâåäåííàÿ
äëèíà ìàÿòíèêà óìåíüøàåòñÿ êàæäûé ðàç,
êîãäà îí ïåðåñåêàåò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ,
è óâåëè÷èâàåòñÿ äî ïðåæíåãî çíà÷åíèÿ â
ïîëîæåíèÿõ íàèáîëüøåãî îòêëîíåíèÿ, êîã-
äà åãî ñêîðîñòü îáðàùàåòñÿ â íóëü. Â òàêèõ
óñëîâèÿõ ðàäèàëüíûå ñìåùåíèÿ ãðóçà âíèç
â ïðåæíåå ïîëîæåíèå íå ïðèâîäÿò ê óìåíü-
øåíèþ ýíåðãèè ìàÿòíèêà. Òàêèì îáðàçîì,
íàèáîëåå áûñòðûé (ðåçîíàíñíûé) ðîñò àìï-
ëèòóäû ïðîèñõîäèò ïðè óñëîâèè, ÷òî äâà
öèêëà ìîäóëÿöèè äëèíû ñîâåðøàþòñÿ íà
ïðîòÿæåíèè îäíîãî ïåðèîäà ñîáñòâåííûõ
êîëåáàíèé ìàÿòíèêà. Ýòî îñíîâíîé ïàðàìåò-
ðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Ãðàôèê òàêèõ êîëåáàíèé
â ñëó÷àå î÷åíü ñëàáîãî òðåíèÿ (äîáðîòíîñòü
Q = 1500) ïðèâåäåí íà ðèñ. 2, ãäå òàêæå ïî-
êàçàíà ïðÿìîóãîëüíàÿ ìîäóëÿöèÿ äëèíû ìà-
ÿòíèêà.

Â ðåàëüíîé ñèñòåìå ðîñò àìïëèòóäû ïðè
ïàðàìåòðè÷åñêîì ðåçîíàíñå îãðàíè÷èâàåòñÿ
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Ðèñ. 3. Ôàçîâàÿ äèàãðàììà ( ϕϕ &−  ïëîñêîñòü, ñëåâà) è ãðàôèêè çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè (ñïðàâà)
óãëîâîé ñêîðîñòè )(tϕ&  è óãëà îòêëîíåíèÿ ϕ(t) äëÿ ïðîöåññà ðåçîíàíñíîãî ðîñòà, ñîïðîâîæäàþùåãîñÿ
îãðàíè÷åíèåì àìïëèòóäû èç-çà íåëèíåéíûõ ÿâëåíèé. Íà ãðàôèêàõ ïîêàçàíà òàêæå ïðÿìîóãîëüíàÿ
ìîäóëÿöèÿ äëèíû ìàÿòíèêà (âåðõíèå è íèæíèå ïîëîæåíèÿ ãðóçà)

íåëèíåéíûìè ÿâëåíèÿìè. Â íåëèíåéíîé ñè-
ñòåìå, òàêîé, êàê ìàÿòíèê, ïåðèîä ñîáñòâåí-
íûõ êîëåáàíèé çàâèñèò îò àìïëèòóäû. Ïî
ìåðå ðîñòà ðàçìàõà êîëåáàíèé èõ ïåðèîä
óâåëè÷èâàåòñÿ. Îäíàêî â ïðèíÿòîé ìîäåëè
ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû ïåðèîä âîçáóæäåíèÿ
(ïåðèîä ìîäóëÿöèè äëèíû) îñòàåòñÿ íåèç-
ìåííûì. Åñëè óñëîâèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî
âîçáóæäåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ïðè ìàëûõ êîëå-
áàíèÿõ è àìïëèòóäà íà÷èíàåò ðàñòè, òî óñ-
ëîâèÿ ðåçîíàíñà íàðóøàþòñÿ ïðè áîëüøèõ
àìïëèòóäàõ � ñèñòåìà «âûïàäàåò» èç ðåçî-
íàíñà. Ôàçà ìîäóëÿöèè ñòàíîâèòñÿ íåáëàãîï-
ðèÿòíîé äëÿ «ïîäïèòêè» ìàÿòíèêà ýíåðãè-
åé, è ïðîèñõîäèò îáðàòíàÿ ïåðåäà÷à ýíåðãèè
îò ìàÿòíèêà ê èñòî÷íèêó ìîäóëÿöèè. Ýòî
ïðèâîäèò ê ïîñòåïåííîìó óìåíüøåíèþ àì-
ïëèòóäû. Ïðè ýòîì ñîáñòâåííûé ïåðèîä ìà-
ÿòíèêà íà÷èíàåò óìåíüøàòüñÿ, è óñëîâèÿ äëÿ
ðîñòà àìïëèòóäû ïîñòåïåííî âîññòàíàâëè-
âàþòñÿ. Êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà ïðèîáðåòàþò
õàðàêòåð áèåíèé, êàê ýòî âèäíî èç ðèñ. 2. Èç-
çà òðåíèÿ ýòè ïåðåõîäíûå áèåíèÿ ïîñòåïåí-
íî çàòóõàþò, è àìïëèòóäà êîëåáàíèé ïðèáëè-
æàåòñÿ ê îêîí÷àòåëüíîìó ïîñòîÿííîìó çíà-
÷åíèþ.

Äåòàëè ïðîöåññà ðåçîíàíñíîãî ðîñòà ïðè
ïàðàìåòðè÷åñêîì âîçáóæäåíèè ìàÿòíèêà
(T = T0/2), ñîïðîâîæäàþùåãîñÿ îãðàíè÷åíè-

åì àìïëèòóäû èç-çà íåëèíåéíûõ ÿâëåíèé â
ñëó÷àå çíà÷èòåëüíîé ãëóáèíû ìîäóëÿöèè è
ñóùåñòâåííîãî òðåíèÿ (ml = 15 %, Q = 5.0)
ïîêàçàíû íà ðèñ. 3. Âåðòèêàëüíûå îòðåçêè
ôàçîâîé òðàåêòîðèè è ãðàôèêà )(tϕ&  ñîîòâåò-
ñòâóþò ìãíîâåííûì (ñêà÷êîîáðàçíûì) óâå-
ëè÷åíèÿì è óìåíüøåíèÿì óãëîâîé ñêîðîñòè
ìàÿòíèêà â ìîìåíòû ñìåùåíèé ãðóçà ñîîò-
âåòñòâåííî ââåðõ è âíèç âäîëü ñòåðæíÿ. Êðè-
âîëèíåéíûå ó÷àñòêè ôàçîâîé òðàåêòîðèè,
ñêðó÷èâàþùèåñÿ ê íà÷àëó êîîðäèíàò, ñîîò-
âåòñòâóþò äâèæåíèþ ìàÿòíèêà ñ òðåíèåì â
èíòåðâàëàõ ìåæäó ñêà÷êîîáðàçíûìè ïåðåìå-
ùåíèÿìè ãðóçà. Áûñòðûé ïåðâîíà÷àëüíûé
ðîñò àìïëèòóäû, îïèñûâàåìûé ðàñêðó÷èâà-
þùèìèñÿ âèòêàìè ôàçîâîé òðàåêòîðèè, ïî-
ñòåïåííî çàìåäëÿåòñÿ èç-çà óäëèíåíèÿ ñîá-
ñòâåííîãî ïåðèîäà ìàÿòíèêà. Ïîñëå äîñòè-
æåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ 78.3° àìïëè-
òóäà ïîî÷åðåäíî óáûâàåò è âîçðàñòàåò â íå-
áîëüøèõ ïðåäåëàõ, ïðèáëèæàÿñü ïîñòåïåí-
íî ê îêîí÷àòåëüíîìó çíà÷åíèþ 74°. Ïåðâî-
íà÷àëüíî ðàñêðó÷èâàþùàÿñÿ ñïèðàëü ôàçî-
âîé òðàåêòîðèè ïðè ýòîì ïðèáëèæàåòñÿ ê
ïðåäåëüíîìó öèêëó, õàðàêòåðíûé âèä êîòî-
ðîãî ìîæíî âèäåòü â ëåâîé ÷àñòè ðèñ. 3.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýíåðãèÿ ìàÿòíèêà ìî-
æåò âîçðàñòàòü íå òîëüêî òîãäà, êîãäà äâà
öèêëà ìîäóëÿöèè ïàðàìåòðà ïðîèñõîäÿò íà
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Ìàÿòíèê ñ ìîäóëèðóåìîé äëèíîé. I. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ

ïðîòÿæåíèè îäíîãî ïåðèîäà ñîáñòâåííûõ
êîëåáàíèé ìàÿòíèêà, íî è êîãäà äâà öèêëà
ìîäóëÿöèè ïðèõîäÿòñÿ íà òðè, ïÿòü è âîîá-
ùå ëþáîå íå÷åòíîå ÷èñëî ñîáñòâåííûõ ïå-
ðèîäîâ. Ýòî ðåçîíàíñû íå÷åòíûõ ïîðÿäêîâ.
Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî ïåðåäà÷à ýíåðãèè
ìàÿòíèêó, õîòÿ è ìåíåå ýôôåêòèâíàÿ, âîç-
ìîæíà òàêæå, êîãäà äâà öèêëà ìîäóëÿöèè
ïðîèñõîäÿò íà ïðîòÿæåíèè ÷åòíîãî ÷èñëà
ïåðèîäîâ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé (ðåçîíàí-
ñû ÷åòíûõ ïîðÿäêîâ).

3.  ÏÎÐÎÃ  ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÃÎ
ÂÎÇÁÓÆÄÅÍÈß

Îòìåòèì íåêîòîðûå âàæíûå îòëè÷èÿ ïà-
ðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà îò îáû÷íîãî ðå-
çîíàíñà, âûçûâàåìîãî íåïîñðåäñòâåííûì
äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé ñèëû íà
êîëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó. Èçìåíåíèÿ äëèíû
íå ìîãóò âûâåñòè ïîêîÿùèéñÿ ìàÿòíèê èç
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ: â ïðîòèâîïîëîæ-
íîñòü ïðÿìîìó ñèëîâîìó âîçáóæäåíèþ, ïà-
ðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçìîæåí òîëüêî
åñëè ìàÿòíèê ñîâåðøàåò õîòÿ áû íåáîëüøèå
ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ. Ïàðàìåòðè÷åñêèé
ðåçîíàíñ ïðîèñõîäèò ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷å-
íèÿõ ÷àñòîòû ω  (èëè ïåðèîäà T) ìîäóëÿöèè
ïàðàìåòðà:

 
nn

02ω
ωω == , 

2
0nT

TT n == , n = 1, 2, ... (1)

Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçìîæåí íå
òîëüêî ïðè ÷àñòîòàõ nω , óäîâëåòâîðÿþùèõ
óðàâíåíèþ (1), íî òàêæå â íåêîòîðûõ èíòåð-
âàëàõ ÷àñòîò ω , ëåæàùèõ ïî îáå ñòîðîíû îò
çíà÷åíèé nω  (â èíòåðâàëàõ ïàðàìåòðè÷åñ-
êîé íåóñòîé÷èâîñòè). Ýòè èíòåðâàëû òåì
øèðå, ÷åì áîëüøå ãëóáèíà ìîäóëÿöèè ïàðà-
ìåòðà.

Âàæíîå îòëè÷èå ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçî-
íàíñà îò ðåçîíàíñà ïðè âûíóæäåííûõ êîëå-
áàíèÿõ ñâÿçàíî ñ çàâèñèìîñòüþ ðîñòà ýíåð-
ãèè ñèñòåìû îò ýíåðãèè, óæå çàïàñåííîé â
ñèñòåìå. Â òî âðåìÿ êàê ïðè ïðÿìîì ñèëî-
âîì âîçáóæäåíèè ïðèðàùåíèå ýíåðãèè çà ïå-
ðèîä ïðîïîðöèîíàëüíî àìïëèòóäå êîëåáà-
íèé, òî åñòü êâàäðàòíîìó êîðíþ èç çàïàñåí-
íîé ýíåðãèè, ïðè ïàðàìåòðè÷åñêîì ðåçîíàí-

ñå ïðèðàùåíèå ýíåðãèè ïðîïîðöèîíàëüíî
ñàìîé çàïàñåííîé ýíåðãèè.

Ïîòåðè ýíåðãèè èç-çà òðåíèÿ òàêæå ïðî-
ïîðöèîíàëüíû çàïàñåííîé ýíåðãèè. Â ñëó-
÷àå ïðÿìîãî ñèëîâîãî âîçáóæäåíèÿ ïîòåðè
ýíåðãèè îãðàíè÷èâàþò ðîñò àìïëèòóäû, òàê
êàê ýòè ïîòåðè ñ óâåëè÷åíèåì ýíåðãèè ðàñ-
òóò áûñòðåå, íåæåëè âëîæåíèå ýíåðãèè çà
ñ÷åò ðàáîòû âíåøíåé ñèëû, âûçûâàþùåé
ðåçîíàíñ. Â ñëó÷àå ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçî-
íàíñà êàê âëîæåíèå ýíåðãèè çà ñ÷åò ìîäóëÿ-
öèè ïàðàìåòðà, òàê è ïîòåðè èç-çà òðåíèÿ
ïðîïîðöèîíàëüíû çàïàñåííîé ýíåðãèè: èõ
îòíîøåíèå íå çàâèñèò îò àìïëèòóäû. Ïîýòî-
ìó ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçìîæåí
òîëüêî ïðè ïðåâûøåíèè íåêîòîðîãî ïîðîãà
âîçáóæäåíèÿ, êîãäà âëîæåíèå ýíåðãèè çà ïå-
ðèîä (âûçâàííîå ìîäóëÿöèåé ïàðàìåòðà)
ïðåâîñõîäèò ýíåðãèþ, ðàññåèâàåìóþ çà òî æå
âðåìÿ. Ïîðîãîâîå çíà÷åíèå ãëóáèíû ìîäó-
ëÿöèè çàâèñèò îò âåëè÷èíû òðåíèÿ â ñèñòå-
ìå. Íî åñëè ïîðîã âîçáóæäåíèÿ ïðåâûøåí,
ïîòåðè ýíåðãèè èç-çà òðåíèÿ íå â ñîñòîÿíèè
îãðàíè÷èòü ðîñò àìïëèòóäû. Ñòàöèîíàðíûå
êîëåáàíèÿ íåèçìåííîé àìïëèòóäû, â êîíöå
êîíöîâ, óñòàíàâëèâàþòñÿ áëàãîäàðÿ íåëè-
íåéíûì ñâîéñòâàì ìàÿòíèêà.

Äëÿ îöåíêè ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ ãëóáè-
íû ìîäóëÿöèè ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ýíåð-
ãåòè÷åñêèìè ñîîáðàæåíèÿìè. Ïóñòü â óñ-
ëîâèÿõ îñíîâíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçî-
íàíñà èçìåíåíèÿ äëèíû  l  ìàÿòíèêà ïðîèñ-
õîäÿò ìåæäó çíà÷åíèÿìè )1(01 lmll +=  è

)1(02 lmll −= , ãäå lm  � áåçðàçìåðíàÿ ãëó-
áèíà ìîäóëÿöèè. Ïðè ïîäñ÷åòå èçìåíåíèÿ
ïîëíîé ýíåðãèè ìàÿòíèêà çà ïåðèîä íåò
íóæäû áåñïîêîèòüñÿ î ïîòåíöèàëüíîé ýíåð-
ãèè. Äåéñòâèòåëüíî, ñïóñòÿ ïåðèîä ìàÿòíèê
îïÿòü îêàçûâàåòñÿ â íèæíåì ïîëîæåíèè ñ
ãðóçîì íà òîé æå âûñîòå, òî åñòü ÷åðåç ïå-
ðèîä ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ïðèíèìàåò
ïðåæíåå çíà÷åíèå. Ïîýòîìó íóæíî ðàññ÷è-
òàòü òîëüêî èçìåíåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåð-
ãèè ìàÿòíèêà.

Íàéäåì îòíîñèòåëüíîå ïðèðàùåíèå
ýíåðãèè EE∆  çà îäèí öèêë ìîäóëÿöèè, à
èìåííî, ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè
ïðîõîæäåíèÿìè ìàÿòíèêà ÷åðåç ïîëîæåíèå
ðàâíîâåñèÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíè-
ÿõ. Ïðè ïåðâîì ïðîõîæäåíèè êèíåòè÷åñêàÿ
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ýíåðãèÿ â ðàñ÷åòå íà åäèíèöó ìàññû ãðóçà
ðàâíà 22

1v , ãäå 1v  � ñêîðîñòü ãðóçà. Â ýòîò
ìîìåíò ãðóç ñäâèãàåòñÿ ââåðõ, òàê ÷òî äëè-
íà ìàÿòíèêà èçìåíÿåòñÿ îò çíà÷åíèÿ

)1(0 lml +  äî )1(0 lml − . Ïðè ñêà÷êîîáðàç-
íûõ ñìåùåíèÿõ ãðóçà âäîëü ñòåðæíÿ ìà-
ÿòíèêà ìîìåíò èìïóëüñà ϕϕ && 2MlJL ==
ñîõðàíÿåòñÿ (çäåñü M � ìàññà ãðóçà,

2MlJ =  � ìîìåíò èíåðöèè îòíîñèòåëüíî
îñè âðàùåíèÿ). Ïîýòîìó óãëîâàÿ ñêîðîñòü
èçìåíÿåòñÿ â ýòîò ìîìåíò îò 1ϕ&  äî

1
22 )1()1( ϕ&ll mm −+ . Ýòî çíà÷èò, ÷òî ëè-

íåéíàÿ ñêîðîñòü v ãðóçà èçìåíÿåòñÿ îò

101 )1( ϕ&lmlv +=  äî 1)1()1( vmm ll −+ . Çà-
òåì ìàÿòíèê äâèæåòñÿ îò âåðòèêàëüíîãî ïî-
ëîæåíèÿ 0=ϕ  äî ìàêñèìàëüíîãî îòêëîíå-
íèÿ mϕ , âåëè÷èíó êîòîðîãî ìîæíî ïîäñ÷è-
òàòü íà îñíîâàíèè ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:

  )cos1)(1(
1

1

2

1
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2
2
1 ϕ−−=





−
+

l
l

l mgl
m

m
v . (2)

Åñëè ÷àñòîòà è ôàçà ìîäóëÿöèè ñîîòâåò-
ñòâóþò íàèáîëåå áëàãîïðèÿòíîìó ðåæèìó
äëÿ ïîäïèòêè ìàÿòíèêà ýíåðãèåé, îáðàòíûå
ñêà÷êîîáðàçíûå ïåðåìåùåíèÿ ãðóçà ê êîíöó
ñòåðæíÿ ïðîèñõîäÿò â ìîìåíòû íàèáîëüøèõ
îòêëîíåíèé ìàÿòíèêà (òî÷íåå, êîãäà ìàÿòíèê
íàõîäèòñÿ âáëèçè ýòèõ ïîëîæåíèé). Â òàêèå
ìîìåíòû ìàÿòíèê èìååò ïî÷òè íóëåâóþ óã-
ëîâóþ ñêîðîñòü. Ïîýòîìó ïåðåìåùåíèå ãðó-
çà ê êîíöó ñòåðæíÿ ïî÷òè íå èçìåíÿåò êèíå-
òè÷åñêîé ýíåðãèè ìàÿòíèêà. Äëèíà ìàÿòíè-
êà ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé )1(0 lml + . Ìàÿòíèê
íà÷èíàåò îáðàòíîå äâèæåíèå ê ïîëîæåíèþ
ðàâíîâåñèÿ ñ íóëåâîé ñêîðîñòüþ. Ñêîðîñòü

2v , êîòîðóþ ìàÿòíèê íàáèðàåò â ýòîì äâè-
æåíèè, êàê è â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (2), ìîæíî
íàéòè íà îñíîâå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:

)cos1)(1(
2

1
m0

2
2 ϕ−+= lmglv . (3)

Èç óðàâíåíèé (2)�(3) íàõîäèì:
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2
1

2
2 1

1
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l

m

m
vv ,   

3
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l

l

m

m
EE , (4)

ãäå 22
22 vE =  � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ íà

åäèíèöó ìàññû ïîñëå çàâåðøåíèÿ ïåðèîäà
T ìîäóëÿöèè. Ïîýòîìó

l
l

l m
m

m

E

E

E

E
61

1

1
1
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1

2 ≈−





−
+

=−=∆
. (5)

Ïîñëåäíåå ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå â
(5) ñïðàâåäëèâî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ãëó-
áèíû ìîäóëÿöèè 1<<lm . Òàêèì îáðàçîì,
îòíîñèòåëüíîå óâåëè÷åíèå ïîëíîé ýíåðãèè
ìàÿòíèêà EE∆  çà îäèí ïåðèîä ìîäóëÿöèè
T  â óñëîâèÿõ îñíîâíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî
ðåçîíàíñà ñîñòàâëÿåò ïðèáëèçèòåëüíî lm6 .
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ýíåðãèè nE
ïðè î÷åðåäíûõ ïðîõîæäåíèÿõ ÷åðåç ïîëîæå-
íèå ðàâíîâåñèÿ îáðàçóåò ãåîìåòðè÷åñêóþ
ïðîãðåññèþ. Ïðîöåññ, â êîòîðîì óâåëè÷åíèå
ýíåðãèè çà ïåðèîä E∆  ïðîïîðöèîíàëüíî çà-
ïàñåííîé ýíåðãèè ( TEmdtdE l6≈ ), õàðàê-
òåðèçóåòñÿ â ñðåäíåì ýêñïîíåíöèàëüíûì ðî-
ñòîì ýíåðãèè ñî âðåìåíåì:

)exp()
6

exp()( 00 tEt
T

m
EtE l α== . (6)

Â äàííîì ñëó÷àå ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíöè-
àëüíîãî ðîñòà α  ïðîïîðöèîíàëåí ãëóáèíå
ìîäóëÿöèè lm  äëèíû ìàÿòíèêà: Tml6=α .
Â óñëîâèÿõ òî÷íîé íàñòðîéêè ïåðèîäà ìî-
äóëÿöèè íà îñíîâíîé ðåçîíàíñ ( 20TT = )
óìåíüøåíèå ýíåðãèè îáóñëîâëåíî ïî÷òè èñ-
êëþ÷èòåëüíî òðåíèåì. Ðàññåÿíèå ýíåðãèè
èç-çà âÿçêîãî  òðåíèÿ íà ïðîòÿæåíèè öåëîãî
÷èñëà ñîáñòâåííûõ ïîëóïåðèîäîâ (òî åñòü
ïðè 20TnnTt == ) îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì âûðàæåíèåì:

)2exp()( 0 tEtE γ−= , (7)

ãäå γ  � ïîñòîÿííàÿ çàòóõàíèÿ àìïëèòóäû.
Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ ( 6) è ( 7), ïîëó÷àåì
ñëåäóþùóþ îöåíêó ïîðîãîâîãî (ìèíèìàëü-
íîãî) çíà÷åíèÿ min)( lm  ãëóáèíû ìîäóëÿöèè
äëÿ âîçáóæäåíèÿ îñíîâíîãî ïàðàìåòðè÷åñ-
êîãî ðåçîíàíñà:

Q
TTml 66

1
3
1

)( 0min
πγγ === . (8)

Çäåñü â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèêè èíòåí-
ñèâíîñòè âÿçêîãî òðåíèÿ â ñèñòåìå èñïîëü-
çîâàíà áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà � äîáðîòíîñòü

)2(0 γω=Q .
Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ è ãðàôèêè çàâèñèìî-

ñòè îò âðåìåíè óãëîâîé ñêîðîñòè è óãëà îò-
êëîíåíèÿ äëÿ êîëåáàíèé ìàëîé àìïëèòóäû,
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ïðîèñõîäÿùèõ â óñëîâèÿõ ïîðîãà âîçáóæäå-
íèÿ (8), ïîêàçàíû íà ðèñ. 4. Íà ãðàôèêàõ è
íà ôàçîâîé òðàåêòîðèè âèäíû ëèøü ñêà÷êî-
îáðàçíûå óâåëè÷åíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè, ïðî-
èñõîäÿùèå äâàæäû íà ïðîòÿæåíèè îäíîãî
ïåðèîäà êîëåáàíèé (â ìîìåíòû, êîãäà ãðóç
ìàÿòíèêà ñäâèãàåòñÿ ââåðõ). Ñäâèãè âíèç
ïðîèñõîäÿò â ìîìåíòû, êîãäà óãëîâàÿ ñêî-
ðîñòü ïî÷òè ðàâíà íóëþ. Ïîýòîìó ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ñêà÷êîîáðàçíûå óìåíüøåíèÿ ñêî-
ðîñòè ñëèøêîì ìàëû, ÷òîáû áûòü çàìåòíû-
ìè íà ãðàôèêàõ. Òàêîé ðåæèì êîëåáàíèé, àì-
ïëèòóäà êîòîðûõ îñòàåòñÿ íåèçìåííîé, íå-
ñìîòðÿ íà ðàññåÿíèå ýíåðãèè, íàçûâàåòñÿ
ïàðàìåòðè÷åñêîé ðåãåíåðàöèåé. Êîìïüþòåð-
íîå ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ðåæèì
ïàðàìåòðè÷åñêîé ðåãåíåðàöèè óñòîé÷èâ ïî
îòíîøåíèþ ê âàðèàöèÿì íà÷àëüíûõ óñëî-
âèé: ïðè äðóãèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ôàçî-
âàÿ òðàåêòîðèÿ è ãðàôèêè ñïóñòÿ íåêîòîðîå
âðåìÿ ïðèíèìàþò òó æå ñàìóþ õàðàêòåðíóþ
ôîðìó. Îäíàêî ýòîò ðåæèì íåóñòîé÷èâ ïî îò-
íîøåíèþ ê âàðèàöèÿì ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû.
Åñëè òðåíèå ÷óòü áîëüøå èëè ãëóáèíà ìî-
äóëÿöèè ÷óòü ìåíüøå, ÷åì òðåáóåò óñëîâèå
(8), êîëåáàíèÿ ïîñòåïåííî çàòóõàþò, íåñìîò-
ðÿ íà ìîäóëÿöèþ äëèíû. Â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå àìïëèòóäà êîëåáàíèé ðàñòåò.

Äëÿ ðåçîíàíñà òðåòüåãî ïîðÿäêà
( 23 0TT = ) ïîðîãîâîå çíà÷åíèå ãëóáèíû ìî-
äóëÿöèè â òðè ðàçà áîëüøå, ÷åì äëÿ îñíîâ-
íîãî ðåçîíàíñà: )2()( min Qml π= . Â äàííîì
ñëó÷àå äâà öèêëà ìîäóëÿöèè äëèíû ïðîèñ-
õîäÿò íà ïðîòÿæåíèè òðåõ ïåðèîäîâ ñîá-
ñòâåííûõ êîëåáàíèé. Ðàäèàëüíûå ñìåùåíèÿ

ãðóçà ìàÿòíèêà îïÿòü ïðîèñõîäÿò â ìîìåí-
òû, íàèáîëåå áëàãîïðèÿòíûå äëÿ ïîäïèòêè
ìàÿòíèêà ýíåðãèåé � ââåðõ ïðè ïðîõîæäå-
íèè ÷åðåç ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ è âíèç â
ïîëîæåíèÿõ íàèáîëüøåãî îòêëîíåíèÿ. Òî æå
ñàìîå âëîæåíèå ýíåðãèè áëàãîäàðÿ ìîäóëÿ-
öèè ïðîèñõîäèò çà âðåìÿ, âòðîå áîëüøåå, ÷åì
â ñëó÷àå îñíîâíîãî ðåçîíàíñà.

Åñëè ãëóáèíà ìîäóëÿöèè ïðåâûøàåò ïî-
ðîãîâîå çíà÷åíèå, íà ïåðâîì ýòàïå ýíåðãèÿ
ïåðâîíà÷àëüíî ìàëûõ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà
ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòåò ñî âðåìåíåì. Ýòîò
íà÷àëüíûé ðîñò â óñëîâèÿõ îñíîâíîãî ïà-
ðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà õîðîøî âèäåí íà
ðèñ. 5. Âîçðàñòàíèå ýíåðãèè ïî-ïðåæíåìó
îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (6). Îäíàêî òåïåðü
ïîêàçàòåëü ðîñòà α  îïðåäåëÿåòñÿ òåì, íà-
ñêîëüêî âëîæåíèå ýíåðãèè çà ñ÷åò ïàðàìåò-
ðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ ïðåâûøàåò ïîòåðè
ýíåðãèè èç-çà òðåíèÿ: γα 26 −= Tml . Ïîêà
àìïëèòóäà êîëåáàíèé ìàëà, çàïàñåííàÿ ýíåð-
ãèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó àìïëèòóäû.
Ïîýòîìó íà íà÷àëüíîì ýòàïå ðàñêà÷êè àìï-
ëèòóäà ïàðàìåòðè÷åñêè âîçáóæäàåìûõ êîëå-
áàíèé òàêæå ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòåò ñî âðå-
ìåíåì: )exp()( 0 tata β= . Ïîêàçàòåëü β  ðî-
ñòà àìïëèòóäû ðàâåí ïîëîâèíå ïîêàçàòåëÿ
ðîñòà ýíåðãèè. Â ñëó÷àå îñíîâíîãî ðåçîíàí-
ñà, êîãäà âëîæåíèÿ ýíåðãèè ïðîèñõîäÿò
äâàæäû íà ïðîòÿæåíèè ñîáñòâåííîãî ïåðè-
îäà, γγβ =−=−= 063 ll TmTm

γπωγ −= 03 lm .
Åñëè ïîðîã âîçáóæäåíèÿ ïðåâûøåí, àì-

ïëèòóäà êîëåáàíèé ðàñòåò äî òåõ ïîð, ïîêà
íå íàðóøàòñÿ óñëîâèÿ ðåçîíàíñà. Â ðåçóëü-

Ðèñ. 4. Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ (ñëåâà) è ãðàôèêè çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè óãëîâîé ñêîðîñòè è óãëà îòêëî-
íåíèÿ (ñïðàâà) â óñëîâèÿõ ïîðîãà âîçáóæäåíèÿ )6( Qml π≈  äëÿ 20TT =
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òàòå àìïëèòóäà íà÷èíàåò ïîñòåïåííî óìåíü-
øàòüñÿ. Ïðè ìàëûõ àìïëèòóäàõ ñîáñòâåííûé
ïåðèîä ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå, óñëîâèÿ ðåçî-
íàíñà âîññòàíàâëèâàþòñÿ, àìïëèòóäà ñíî-
âà íàðàñòàåò. Êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà ïðèíè-
ìàþò õàðàêòåð áèåíèé. Áëàãîäàðÿ òðåíèþ,
ýòè ïåðåõîäíûå áèåíèÿ ïîñòåïåííî çàòó-
õàþò, è â êîíöå êîíöîâ óñòàíàâëèâàþòñÿ
ñòàöèîíàðíûå êîëåáàíèÿ êîíå÷íîé àìïëè-
òóäû (ðèñ. 5). Ïîä÷åðêíåì åùå ðàç, ÷òî îã-
ðàíè÷åíèå ðîñòà àìïëèòóäû îáóñëîâëåíî
íåëèíåéíûìè ñâîéñòâàìè ìàÿòíèêà, à
èìåííî çàâèñèìîñòüþ ñîáñòâåííîãî ïåðè-
îäà 0T  îò àìïëèòóäû. Ïðè ìàëûõ è óìå-
ðåííûõ çíà÷åíèÿõ àìïëèòóäû mϕ  ýòà çà-
âèñèìîñòü ïðèáëèæåííî äàåòñÿ ôîðìóëîé

)161()( 2
msmallm0 ϕϕ +≈ TT , ãäå smallT  � ïåðè-

îä áåñêîíå÷íî ìàëûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáà-
íèé. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü îáû÷íîìó ðåçî-
íàíñó, íàáëþäàåìîìó ïðè ïðÿìîì äåéñòâèè
ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû íà êîëåáàòåëüíóþ ñèñ-
òåìó, îäíîãî ëèøü òðåíèÿ íåäîñòàòî÷íî äëÿ
îãðàíè÷åíèÿ ðîñòà àìïëèòóäû ïðè ïàðàìåò-
ðè÷åñêîì ðåçîíàíñå. Â èäåàëèçèðîâàííîé
ëèíåéíîé ñèñòåìå ïðè ïðåâûøåíèè ïîðîãà
àìïëèòóäà ðàñòåò íåîãðàíè÷åííî (ñì.
 [15�16]).

4.  ÎÁÐÀÒÍÀß  ÑÂßÇÜ,
ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÉ  ÀÂÒÎÐÅÇÎÍÀÍÑ,

ÁÈÔÓÐÊÀÖÈÈ,
ÌÓËÜÒÈÑÒÀÁÈËÜÍÎÑÒÜ

Â ïðèâåäåííîì âûøå àíàëèçå ïåðèîä
ìîäóëÿöèè  T  îñòàåòñÿ íåèçìåííûì ïðè ðî-

ñòå àìïëèòóäû. Â óñëîâèÿõ òî÷íîé íàñòðîé-
êè íà îñíîâíîé ðåçîíàíñ ýòîò ïåðèîä ðàâåí

20T , ãäå 0T  � ïåðèîä ìàëûõ ñîáñòâåííûõ
êîëåáàíèé. Êîãäà ìîäåëü ìàÿòíèêà ñ ìîäó-
ëèðóåìîé äëèíîé ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ îáúÿñíå-
íèÿ ðàñêà÷êè äåòñêèõ êà÷åëåé, ñëåäóåò ïðè-
íèìàòü âî âíèìàíèå, ÷òî ðàñêà÷èâàþùèéñÿ
ìîæåò çàìåòèòü óäëèíåíèå ïåðèîäà ñîá-
ñòâåííûõ êîëåáàíèé ïî ìåðå ðîñòà àìïëè-
òóäû è ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ðåàãèðî-
âàòü íà ýòî, óâåëè÷èâàÿ ïåðèîä ìîäóëÿöèè,
òàê ÷òîáû íàêà÷êà îñòàâàëàñü â ôàçå ñ ðàñ-
êà÷èâàíèåì êà÷åëåé. Òàêóþ èíòóèòèâíóþ
ðåàêöèþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñâîåãî
ðîäà îáðàòíóþ ñâÿçü: ðàñêà÷èâàþùèéñÿ îï-
ðåäåëÿåò ìîìåíòû ïðèñåäàíèÿ è âûïðÿìëå-
íèÿ â çàâèñèìîñòè îò ïîëîæåíèÿ êà÷åëåé.
Ìû ìîæåì âêëþ÷èòü îáðàòíóþ ñâÿçü â íàøó
ìîäåëü, ïîòðåáîâàâ, ÷òîáû ñäâèãè ãðóçà ìà-
ÿòíèêà ââåðõ ïðîèñõîäèëè òî÷íî â ìîìåíòû
ïðîõîæäåíèÿ ìàÿòíèêà ÷åðåç ïîëîæåíèå ðàâ-
íîâåñèÿ, à îáðàòíûå ñäâèãè âíèç ê êîíöó
ñòåðæíÿ � â ìîìåíòû íàèáîëüøåãî îòêëîíå-
íèÿ ìàÿòíèêà. Òàêèå ìàíèïóëÿöèè îáåñïå-
÷èâàþò îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå äëÿ ïîëó-
÷åíèÿ íàèáîëåå áûñòðîé ðàñêà÷êè.

Íà ðèñ. 6 ïîêàçàí ãðàôèê ïðîãðåññèâíî
ðàñòóùèõ êîëåáàíèé, ïðîèñõîäÿùèõ â óñëî-
âèÿõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ïîìîùüþ
îáðàòíîé ñâÿçè. Âíà÷àëå ïåðèîä ìîäóëÿöèè
T óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îñíîâíîãî ïàðà-
ìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà ïðè ìàëûõ àìïëè-
òóäàõ ( 20TT = ). Çàòåì ïåðèîä ìîäóëÿöèè
óâåëè÷èâàåòñÿ ïî ìåðå ðîñòà àìïëèòóäû áëà-
ãîäàðÿ îáðàòíîé ñâÿçè. Ïîñëå âîçðàñòàíèÿ

Ðèñ. 5. Ïîñòåïåííî çàòóõàþùèå áèåíèÿ àìïëèòóäû êîëåáàíèé â óñëîâèÿõ ïàðàìåòðè÷åñêîãî
ðåçîíàíñà ïåðâîãî ïîðÿäêà (n = 1)
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àìïëèòóäû äî 180° ìàÿòíèê ñîâåðøàåò ïîë-
íûå ïåðåâîðîòû.

Íåñîìíåííî, ÷òî ìîíàõè, ðàñêà÷èâàþ-
ùèå êàäèëî O Botafumeiro, òîæå èñïîëüçó-
þò îáðàòíóþ ñâÿçü (âîçìîæíî, èíòóèòèâíî)
äëÿ óïðàâëåíèÿ ïîâåäåíèåì ìàÿòíèêà. Îíè
ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàþò ïåðèîä ìîäóëÿöèè
ïî ìåðå ðîñòà àìïëèòóäû (è ñîáñòâåííîãî
ïåðèîäà), à çàòåì óìåíüøàþò ãëóáèíó ìîäó-
ëÿöèè äî óðîâíÿ, äîñòàòî÷íîãî äëÿ êîìïåí-
ñàöèè ïîòåðü íà òðåíèå, ÷òîáû ïîääåðæè-
âàëñÿ æåëàåìûé ðàçìàõ êîëåáàíèé.

Ñòðàòåãèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ
íàèáîëåå áûñòðîãî ãàøåíèÿ âîçáóæäåííûõ
êîëåáàíèé ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé ñâÿçè ñîñòî-
èò â îáðàùåíèè ôàçû ìîäóëÿöèè. Êîíêðåò-
íî, äëèíó ìàÿòíèêà íóæíî óâåëè÷èâàòü
(ñäâèãàòü ãðóç âíèç) â ìîìåíòû ïåðåñå÷åíèÿ
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è óìåíüøàòü (ñäâè-
ãàòü ãðóç ââåðõ) â ïîëîæåíèÿõ íàèáîëüøåãî
îòêëîíåíèÿ.

Ìîæíî ëè âîçáóäèòü áîëüøèå êîëåáàíèÿ
ìàÿòíèêà ïðè ìàëîì ïðåâûøåíèè íàêà÷êè
íàä ïîðîãîì áåç èñïîëüçîâàíèÿ îáðàòíîé
ñâÿçè, òî åñòü áåç ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäãîí-
êè ïåðèîäà è ôàçû ìîäóëÿöèè â ïðîöåññå ðî-
ñòà àìïëèòóäû? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè îïðå-
äåëåííûõ óñëîâèÿõ ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì
ñàìîïðîèçâîëüíûé ôàçîâûé çàõâàò ìåæäó
ìîäóëÿöèåé è êîëåáàíèÿìè ìàÿòíèêà: ìàÿò-
íèê ìîæåò àâòîìàòè÷åñêè ïîäãîíÿòü àìïëè-
òóäó ñâîèõ êîëåáàíèé òàê, ÷òîáû ñîõðàíÿ-
ëîñü ñîîòíîøåíèå ôàç, íåîáõîäèìîå äëÿ
ïîäïèòêè ìàÿòíèêà ýíåðãèåé. Ïóòåì ìåäëåí-
íîãî èçìåíåíèÿ («ñêàíèðîâàíèÿ») ïåðèîäà
ìîäóëÿöèè â ïðîöåññå êîëåáàíèé ìîæíî óï-

ðàâëÿòü àìïëèòóäîé êîëåáàíèé. Ýòî ÿâëåíèå
íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèì àâòîðåçîíàí-
ñîì. Àâòîðåçîíàíñ ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê
äëÿ âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé áîëüøîãî ðàç-
ìàõà ïðè ñðàâíèòåëüíî ñëàáîé íàêà÷êå, òàê
è äëÿ óïðàâëåíèÿ âåëè÷èíîé ðåçîíàíñíîãî
îòêëèêà â íåëèíåéíîé ñèñòåìå.

Ìîæíî, íàïðèìåð, íà÷àòü ïàðàìåòðè÷åñ-
êóþ ðàñêà÷êó ìàÿòíèêà ïóòåì ìîäóëÿöèè åãî
äëèíû ñ ïåðèîäîì 20TT = , ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóåò óñëîâèþ âîçáóæäåíèÿ îñíîâíîãî ðå-
çîíàíñà ïðè áåñêîíå÷íî ìàëîé àìïëèòóäå.
Áóäåì çàòåì â ïðîöåññå êîëåáàíèé ìåäëåí-
íî óâåëè÷èâàòü ïåðèîä ìîäóëÿöèè. Ýòî ìîæ-
íî äåëàòü ñòóïåí÷àòî ìàëåíüêèìè øàãàìè.
Ïîñëå î÷åðåäíîãî óâåëè÷åíèÿ ïåðèîäà âîç-
áóæäåíèÿ áóäåì æäàòü, ïîêà ïåðåõîäíûé
ïðîöåññ (ïðîöåññ óñòàíîâëåíèÿ êîëåáàíèé
ïðè íîâûõ ïàðàìåòðàõ) ïî÷òè íå çàêîí÷èò-
ñÿ. Çà ýòî âðåìÿ àìïëèòóäà âîçðàñòåò êàê ðàç
íàñòîëüêî, ÷òîáû óâåëè÷åíèå ñîáñòâåííîãî
ïåðèîäà ìàÿòíèêà ñîîòâåòñòâîâàëî íîâîìó
ïåðèîäó ìîäóëÿöèè. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå
êàæäîãî øàãà ñêàíèðîâàíèÿ ïåðèîäà ìîäó-
ëÿöèè ìàÿòíèê îñòàåòñÿ â ôàçîâîì çàõâàòå ñ
âîçáóæäåíèåì.

Äëÿ èëëþñòðàöèè ÿâëåíèÿ ïàðàìåòðè-
÷åñêîãî àâòîðåçîíàíñà â êîìïüþòåðíîì ìî-
äåëèðîâàíèè (ðèñ. 7) âûáðàíû ñëåäóþùèå
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ìàÿòíèêà: ãëóáèíà ìî-
äóëÿöèè 5 %, äîáðîòíîñòü Q = 20. Â ïðîöåñ-
ñå óâåëè÷åíèÿ ïåðèîäà ìîäóëÿöèè îò

05.0 TT =  äî 09.0 TT =  ìàÿòíèê ðàñêà÷èâà-
åòñÿ äî àìïëèòóäû 153°. Ïðè 090.0 TT =  ïðî-
èñõîäèò áèôóðêàöèÿ íàðóøåíèÿ ñèììåòðèè:
ìàÿòíèê îòêëîíÿåòñÿ â îäíó ñòîðîíó íà óãîë

Ðèñ.6. Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ðàñêà÷êà ìàÿòíèêà ñ èñïîëüçîâàíèåì îáðàòíîé ñâÿçè, îáåñïå÷èâàþùåé
íàèáîëåå ýôôåêòèâíóþ ïîäïèòêó ìàÿòíèêà ýíåðãèåé



Áóòèêîâ Å.È.
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161°, à â ïðîòèâîïîëîæíóþ � ëèøü íà 146°.
Àñèììåòðèÿ êîëåáàíèé óâåëè÷èâàåòñÿ
âïëîòü äî 0913.0 TT = , êîãäà ïðîèñõîäèò
áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà: íà ïðîòÿæå-
íèè äâóõ öèêëîâ ìîäóëÿöèè ìàÿòíèê ñîâåð-
øàåò îäíî àñèììåòðè÷íîå êîëåáàíèå ìåæ-
äó îòêëîíåíèÿìè 161.39° è 146.88°, à íà ïðî-
òÿæåíèè ñëåäóþùèõ äâóõ öèêëîâ � ìåæäó
161.49° è 144.25°. Çàòåì âåñü ïðîöåññ ïîâòî-
ðÿåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, îäèí ïåðèîä êîëå-
áàíèÿ ìàÿòíèêà îõâàòûâàåò òåïåðü ÷åòûðå
ïåðèîäà ìîäóëÿöèè. Ñîîòâåòñòâóþùèå êîëå-
áàíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñ. 7. Çàìêíóòàÿ ôàçî-
âàÿ òðàåêòîðèÿ îáðàçîâàíà äâóìÿ ïî÷òè ñëè-
âàþùèìèñÿ ïåòëÿìè. Òàêèå àñèììåòðè÷íûå
ðåæèìû ñóùåñòâóþò ïàðàìè (ïðè çàäàííûõ
çíà÷åíèÿõ lm  è Q), ôàçîâûå îðáèòû êîòî-
ðûõ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çåðêàëüíîå îòðàæå-
íèå îäíà äðóãîé.

Äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå ïåðèîäà ìîäó-
ëÿöèè êðîøå÷íûìè øàæêàìè âûçûâàåò öå-
ëûé êàñêàä ñãóùàþùèõñÿ áèôóðêàöèé óäâî-
åíèÿ ïåðèîäà, êîòîðûé çàêàí÷èâàåòñÿ êðè-
çèñîì ïðè 09148.0 TT = : êîëåáàíèÿ ìàÿòíè-
êà òåðÿþò óñòîé÷èâîñòü, ðàíî èëè ïîçäíî îí
ñîâåðøàåò ïåðåâîðîò ÷åðåç âåðõíåå ïîëîæå-
íèå ðàâíîâåñèÿ, è çàòåì, ïîñëå äëèòåëüíîãî
ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà íåðåãóëÿðíûõ êîëåáà-
íèé ïîñòåïåííî óáûâàþùåé àìïëèòóäû,
ìàÿòíèê ïðèõîäèò â êîíöå êîíöîâ â íèæíåå
âåðòèêàëüíîå ïîëîæåíèå.

Ñòàöèîíàðíûå ïàðàìåòðè÷åñêèå êîëåáà-
íèÿ áîëüøîé àìïëèòóäû â óñëîâèÿõ ôàçîâî-

ãî çàõâàòà ïðè âîçáóæäåíèè ñ ìàëîé èëè
óìåðåííîé ãëóáèíîé ìîäóëÿöèè äëèíû ìà-
ÿòíèêà (ïîäîáíûå îïèñàííûì âûøå è ïîêà-
çàííûì íà ðèñ. 7) ìîæíî âîçáóäèòü íå òîëü-
êî ïóòåì ìåäëåííîãî ñêàíèðîâàíèÿ ïåðèîäà
ìîäóëÿöèè, íî òàêæå è çàäàíèåì ïîäõîäÿ-
ùèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ñèñòåìà ïðèõîäèò
â êîíöå êîíöîâ â îïðåäåëåííûé ïåðèîäè÷åñ-
êèé ðåæèì (ïðåäåëüíûé öèêë, èëè àòòðàê-
òîð), åñëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ âûáðàíû â
ïðåäåëàõ áàññåéíà ïðèòÿæåíèÿ ýòîãî ðåæè-
ìà. Â íåëèíåéíîé ñèñòåìå íåñêîëüêî ðàçëè÷-
íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåæèìîâ ìîãóò ñîñóùå-
ñòâîâàòü ïðè îäíèõ è òåõ æå çíà÷åíèÿõ ïà-
ðàìåòðîâ ñèñòåìû. Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàåò-
ñÿ ìóëüòèñòàáèëüíîñòüþ.

Ïðèìåð ìóëüòèñòàáèëüíîñòè ïîêàçàí íà
ðèñ. 8. Êðèâàÿ 1 îïèñûâàåò ñòàöèîíàðíûå
ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà êîíå÷-
íîé àìïëèòóäû, ñîîòâåòñòâóþùèå îñíîâíî-
ìó ïàðàìåòðè÷åñêîìó ðåçîíàíñó. Îäèí ïå-
ðèîä òàêèõ êîëåáàíèé ïîêðûâàåò äâà öèêëà
ìîäóëÿöèè. Êðèâûå 2 è 3 (íèæíÿÿ ÷àñòü
ðèñ. 8) ñîîòâåòñòâóþò îäíîíàïðàâëåííûì
âðàùåíèÿì ìàÿòíèêà ïî è ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè ñîîòâåòñòâåííî. Ìàÿòíèê ñîâåðøà-
åò îäèí îáîðîò íà ïðîòÿæåíèè îäíîãî öèêëà
ìîäóëÿöèè. Åùå îäèí àòòðàêòîð ïðåäñòàâëåí
åäèíñòâåííîé òî÷êîé â íà÷àëå êîîðäèíàò
ôàçîâîé ïëîñêîñòè. Îí îïèñûâàåò ñîñòîÿíèå
ïîêîÿ ìàÿòíèêà â íèæíåì âåðòèêàëüíîì ïî-
ëîæåíèè. Êàæäûé èç òàêèõ ðàçëè÷íûõ ðå-
æèìîâ, ñóùåñòâóþùèõ ïðè îäíèõ è òåõ æå

Ðèñ. 7. Áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà â ïàðàìåòðè÷åñêîì àâòîðåçîíàíñå
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çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ìàÿòíèêà è âîçáóæ-
äåíèÿ, õàðàêòåðèçóåòñÿ îïðåäåëåííûì áàñ-
ñåéíîì ïðèòÿæåíèÿ íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè
íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé.

Âî âòîðîé ÷àñòè ýòîé ñòàòüè áóäåò ðàñ-
ñìîòðåíî ìàòåìàòè÷åñêè áîëåå ñòðîãîå îïè-
ñàíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà ïðè ïðÿ-
ìîóãîëüíîé êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ìîäóëÿöèè
ïàðàìåòðà è íàéäåíû àíàëèòè÷åñêèå âûðà-
æåíèÿ äëÿ ÷àñòîòíûõ èíòåðâàëîâ ïàðàìåò-
ðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè.

5.  ÇÀÊËÞ×ÈÒÅËÜÍÛÅ   ÇÀÌÅ×ÀÍÈß

Â ýòîé ñòàòüå ìû ðàññìîòðåëè ìàÿòíèê,
äëèíà êîòîðîãî ïîäâåðæåíà ìîäóëÿöèè ïî
ïðÿìîóãîëüíîìó êóñî÷íî-ïîñòîÿííîìó çàêî-
íó. Òàêàÿ ìîäåëü äàåò óäîáíûé ïðèìåð, â
êîòîðîì âñå îñîáåííîñòè ÿâëåíèÿ ïàðàìåò-
ðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà â íåëèíåéíîé ñèñòåìå
äîïóñêàþò ÿñíîå ôèçè÷åñêîå èñòîëêîâàíèå.
Ïîðîã ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà ëåãêî
ðàññ÷èòûâàåòñÿ íà îñíîâå ýíåðãåòè÷åñêèõ
ñîîáðàæåíèé.

Â ëèíåéíîé ñèñòåìå ïðè ïðåâûøåíèè
ïîðîãà ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ àì-
ïëèòóäà êîëåáàíèé ýêñïîíåíöèàëüíî íàðàñ-
òàåò ñî âðåìåíåì. Â îòëè÷èå îò âûíóæäåí-
íûõ êîëåáàíèé, âîçáóæäàåìûõ ïðÿìûì äåé-
ñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé ñèëû, âÿç-

êîå òðåíèå íå â ñîñòîÿíèè îãðàíè÷èòü ðîñò
àìïëèòóäû ïðè ïàðàìåòðè÷åñêîì ðåçîíàíñå.
Â ðåàëüíîé ñèñòåìå, òàêîé, êàê ìàÿòíèê, ðîñò
àìïëèòóäû îãðàíè÷åí íåëèíåéíûìè ýôôåê-
òàìè, áëàãîäàðÿ êîòîðûì ñîáñòâåííûé ïåðè-
îä çàâèñèò îò àìïëèòóäû. Óâåëè÷åíèå ðàç-
ìàõà êîëåáàíèé ìàÿòíèêà ïðè ðåçîíàíñå ïðè-
âîäèò ê óäëèíåíèþ ñîáñòâåííîãî ïåðèîäà.
Ñèñòåìà âûáèâàåòñÿ èç ðåçîíàíñà, ðàçìàõ
êîëåáàíèé óìåíüøàåòñÿ, è óñëîâèÿ ðåçîíàí-
ñà âîññòàíàâëèâàþòñÿ. Âîçíèêàþò ïåðåõîä-
íûå áèåíèÿ, ïîñòåïåííî çàòóõàþùèå èç-çà
òðåíèÿ, è â êîíöå êîíöîâ óñòàíàâëèâàþòñÿ
êîëåáàíèÿ êîíå÷íîãî ïîñòîÿííîãî ðàçìàõà.

Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå äâèæåíèÿ
ñèñòåìû (ñì. [17]) ñóùåñòâåííî îáëåã÷àåò
ïîíèìàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðè÷èí îãðàíè÷åíèÿ
ðîñòà àìïëèòóäû, ïðîèñõîäÿùåãî ïðè ïðå-
âûøåíèè ïîðîãà âîçáóæäåíèÿ ïàðàìåòðè-
÷åñêîãî ðåçîíàíñà èç-çà íåëèíåéíûõ ñâîéñòâ
ìàÿòíèêà. Ìîäåëèðîâàíèå èëëþñòðèðóåò ÿâ-
ëåíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî àâòîðåçîíàíñà, à
òàêæå äîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå ñòàöèîíàð-
íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàòåëüíûõ è âðàùà-
òåëüíûõ ðåæèìîâ, âîçìîæíûõ áëàãîäàðÿ
ôàçîâîìó çàõâàòó ìåæäó âîçáóæäåíèåì è
ñîáñòâåííûìè êîëåáàíèÿìè ìàÿòíèêà. Êîì-
ïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ïîçâîëÿåò îáíà-
ðóæèòü òàêæå áèôóðêàöèè íàðóøåíèÿ ñèì-
ìåòðèè è èíòðèãóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òè óäâîåíèé ïåðèîäà.

Ðèñ. 8. Ñòàöèîíàðíûå ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ è âðàùåíèÿ,
ïðîèñõîäÿùèå ïðè îäíèõ è òåõ æå ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû
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Abstract

Parametric excitation of a rigid planar pendulum caused by a square-wave modulation of
its length is investigated both analytically and with the help of computer simulations. Such a
system can be considered as a simple model of a playground swing.  Transformations of energy,
the threshold of excitation and other characteristics of parametric resonance are discussed in
detail. The role of nonlinear properties of the pendulum in restricting the resonant swinging is
emphasized. The feedback providing optimal control of pumping and damping is analyzed.
Phase locking between the drive and the pendulum at large amplitudes and the phenomenon of
parametric autoresonance are discussed..

Keywords: parametric resonance, threshold of excitation, bifurcations, optimal control,
phase locking, computer simulations.
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